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5. Linearna regresija s jednom i vise

regresorskih varijabli

Odluke menadzmenta Cesto se temelje na odnosu izmedu dvije ili vise varijabli. Na primjer,
voditelj marketinga moze pokusati predvidjeti prodaju na odredenoj razini troskova

oglasavanja nakon ispitivanja odnosa izmedu tih izdataka i prodaje.

U drugom slucaiju, javno poduzece moZze koristiti omjer izmedu maksimalne dnevne vrijednosti
temperature i potrebe za elektricnom energijom za predvidanje potrosnje elektricne energije.
Ponekad se menadZer oslanja na intuiciju. Intuitivno prosuduje kako su dvije varijable
povezane. Medutim, ako je moguce dobiti podatke, ima smisla koristiti statisticki postupak koji
se zove regresijska analiza kako bi se pokazalo kako su te dvije varijable povezane jedna s

drugom.
U terminologiji regresije, predvidena varijabla se naziva zavisna varijabla.

Varijabla ili varijable koje se koriste za predvidanje vrijednosti zavisne varijable nazivaju se

nezavisne varijable.

U analizi ucinka izdataka za oglasavanje na prodaju, prodaja bi stoga bila zavisna varijabla.
Izdaci za oglasavanje bili bi nezavisna varijabla. U statistickom zapisu y oznaCava zavisnu

varijablu, a x oznacava nezavisnu varijablu.

U ovom ¢éemo odjeljku pogledati najjednostavniju vrstu regresijske analize koja ukljucuje jednu
nezavisnu varijablu i jednu zavisnu varijablu. Odnos izmedu dviju varijabli bit ¢e aproksimiran
ravhom linijom. Naziva se jednostavnom linearnom regresijom. Regresijska analiza koja

ukljuCuje dvije ili viSe nezavisne varijable naziva se viSestruka regresijska analiza.
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5.1 Jednostavni linearni regresijski model

Best Burger je lanac restorana brze hrane koji se nalazi u podrucju s vise drzava. Najbolje
lokacije Burgera nalaze se u blizini sveuciliSnih kampusa. MenadzZeri vjeruju da

je tromjesecna prodaja ovih restorana (oznaceno s y) u pozitivnoj korelaciji s

veli¢inom studentske populacije (oznaceno s x). Restorani u blizini kampusa s

velikim brojem studenata obi¢no generiraju ve¢u prodaju od onih u blizini

kampusa s malim brojem studenata. Pomocu regresijske analize moZemo razviti jednadzbu

koja pokazuje kako je y zavisna varijabla povezana s nezavisnom varijablom x.
5.2 Regresijski model i regresijska jednadzba

U slucaju Best Burgera, populaciju ¢ine svi restorani Best Burger. Za svaki restoran u populaciji
postoji vrijednost x (studentska populacija) i odgovarajuca vrijednost y (tromjesecna prodaja).

JednadZba koja opisuje kako je y povezana s x zove se regresijski model.

y=PFo+Pix+te

Bo i B, Nazivaju se parametri modela, e (grcko slovo epsilon) je slucajna varijabla koja se naziva
pogreska modela. Greska predstavlja varijabilnost y Sto se ne moze objasniti linearnim

odnosom izmedu xiy.

Populacija svih restorana Best Burger takoder se moze promatrati kao zbirka podpopulacija,
jedna za svaku zasebnu vrijednost x. Na primjer, jednu podpopulaciju Cine svi restorani Best
Burger u blizini sveuciliSnih kampusa s 8000 studenata. Drugu podpopulaciju ¢ine svi restorani
Best Burger koji se nalaze u blizini sveuciliSnih kampusa s 9000 studenata i tako dalje. Svaka
subpopulacija ima odgovarajucu raspodjelu vrijednosti y. Svaka raspodjela vrijednosti y ima
svoju srednju ili ocekivanu vrijednost. Jednadzba koja opisuje Sto je ocekivana vrijednost y,
oznaCena s E(y), Cime je povezana x naziva se regresijska jednadzba. Regresijska jednadzba

za jednostavnu linearnu regresiju je sljedeca

E(y) = Bo + Prx
Grafikon jednostavne jednadzbe linearne regresije je ravna linija. S, predstavlja pocetnu
vrijednost regresijske linije, B, je koeficijent smjera linije i E(y) srednju vrijednost ili o¢ekivanu
vrijednost y za danu vrijednost x.
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Primjeri mogudéih regresijskih linija prikazani su na slici 5.1 u nastavku. Regresijska y linija u
slucaju A pokazuje da je vrijednost y u pozitivnoj korelaciji s x. Kako se vrijednosti povecavaju
x, vrijednosti se takoder E (y) povecavaju. Tamo gdje su manje vrijednosti E(y) povezane su
s visim vrijednostima x. Regresijska linija na prikazu C prikazuje slucaj u kojem vrijednost

y nije povezana s x. To znaci da je vrijednost y ista za svaku vrijednost x.

Prikaz A Prikaz B Prikaz ¢
Pozitivan linearan odnos Negativan linearan odnos Nema odnosa
£0) EQ) EQ)
Konstantni
Regresijska linija
Nagib £, je Kenstantni Nagib £, je nula
negativan Elan B,

Regresijska linija

Elan By
Konstantni Nagib £, je
élan §; pozitivan

X X X

Regresijska linija

Slika 4.7Primjeri grafikona linearnog odnosa.

5.3 Procijenjena regresijska jednadzba

Kad bi bile poznate vrijednosti parametara populacije B, i B;, mogli bismo koristiti gornju
jednadZzbu za izraunavanje vrijednosti y za zadanu vrijednost x. U praksi je tim parametrima
tesko pristupiti, pa se jednostavno procjenjuju koristenjem podataka uzorka. Statistika uzorka
(oznaCena s b, i b;) izraCunata je kao procjene parametara populacije By i ;-

Zamjenom vrijednosti statistike uzorka b, i b; umjesto B, i B, u regresijskoj

jednadzbi dobivamo novu, procijenjenu regresijsku jednadzbu. Procijenjena

regresijska jednadzba za jednostavnu linearnu regresiju je sljede¢a

9 = bO + blx
Grafikon procijenjene jednostavne linearne regresije naziva se procijenjena regresijska linija.
b, predstavlja pocetnu vrijednost regresijske linije, b, je koeficijent smjera linije.
U nastavku ¢emo pokazati kako koristiti metodu najmanjih kvadrata za izraCunavanje
vrijednosti b, i b; u procijenjenoj regresijskoj jednadzbi.

Opcenito je y (rezultat za E(y)) prosjecna vrijednost y za danu vrijednost x. Ako sada Zelimo
procijeniti ocekivanu vrijednost tromjesecne prodaje za sve restorane Best Burger koji se

nalaze u blizini kampusa s 10 000 studenata, vrijednost bi x bila zamijenjena vrijednoséu 10
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000 u posljednjoj jednadzbi. U nekim slucajevima, medutim, mozda éemo biti vise
zainteresirani za predvidanje prodaje samo za jedan odredeni restoran, na primjer,
pretpostavimo da Zelite predvidjeti kvartalnu prodaju za restoran koji planirate izgraditi u blizini
fakulteta s 10 000 studenata, pokazalo se da je ¢ak i u ovom slucaju najbolji prediktor

vrijednosti y za danu x vrijednost §.
5.4 Metoda najmanjih kvadrata

Metoda najmanijih kvadrata je postupak u kojem se pomocu uzoraka podataka

nalazi jednadzba procijenjene regresijske linije. Kako bismo ilustrirali metodu

najmanjih kvadrata, pretpostavimo da su podaci prikupljeni iz uzorka od 10

restorana s najboljim hamburgerima u blizini sveuciliSnih kampusa. Sa x; ¢e

oznacavati veli¢inu studentske populacije (u tisuéama) i veli¢inu y; tromjesecne prodaje (u
tisuéama EUR). x; i y; za 10 uzoraka restorana sazeti su u tablici u nastavku. Vidimo da je
restoran 1, z x;= 2 i y,= 58, blizu kampusa s 2000 studenata i ima kvartalnu prodaju od 58
000 €. Restoran 2, s x,= 6 i y,= 105, blizu je kampusa sa 6000 studenata i ima kvartalnu
prodaju od 105.000 €. Restoran s najve¢om prodajnom vrijednosc¢u je restoran 10, koji se

nalazi u blizini kampusa s 26.000 studenata i ima kvartalnu prodaju od 202.000 €.

Slijedi dijagram rasprsenosti podataka na slici 5.2 u nastavku. Studentska populacija prikazana
je na vodoravnoj osi, a kvartalna prodaja na okomitoj osi. Dijagrami rasprsenosti za regresijsku
analizu konstruirani su s nezavisnom varijablom x na vodoravnoj osi i ovisnom varijablom y
na okomitoj osi. Dijagram rasprSenosti nam stoga omogucuje izvodenje preliminarnih

zakljucaka o mogucem odnosu izmedu varijabli.

Studentska populacija  Kvartalna prodaja

Restoran (u 1000-ama) (u 1000ama eura)
i X; Y
1 2 58
2 6 105
3 8 88
4 8 118
5 12 117
6 16 137
7 20 157
8 20 169
9 22 149
10 26 202

Slika 4.8 Dijagram rasprsenosti podataka.
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Koiji se preliminarni zakljucci mogu izvudi iz slike ispod 5.3? Veca tromjesecna prodaja dogada
se u kampusima s vecom populacijom studenata. Osim toga, postoji

konstantan odnos izmedu veliine studentske populacije i tromjesecne

prodaje, koji se mozZe opisati pravocrtno. Izmedu xiy se doista
podrazumijeva pozitivan linearni odnos. Stoga smo odabrali jednostavan

linearni regresijski model za prikaz odnosa izmedu tromjeseCne prodaje i studentske
populacije. S obzirom na ovaj izbor, nas sljedeci zadatak je koristiti tablicu podataka uzorka za
odredivanje vrijednosti b, i b,, koji su vazni parametri u procjeni jednostavne jednadzbe

linearne regresije. Za i-ti restoran procijenjena regresijska jednadzba je
i = bg + byx;

gdje je

9;_ procijenjena vrijednost tromjesecne prodaje (1000 €) za i-ti restoran

bo_ pocetna vrijednost procijenjene regresijske linije

b,_ koeficijent smjera procijenjene regresijske linije

x; _veli¢ina studentske populacije (1000) za i-ti restoran

¥

Kvartalna prodaja
(u 1000ama eura)

T T N . L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

Studentska populacija (u 1000-ama)

Slika 4.9 Rasprseni grafikon.

y; oznaCava opazenu (stvarnu) prodaju za restoran i i 9;, predstavljajuéi procijenjenu
vrijednost prodaje za restoran i, svaki ¢e restoran u uzorku imati opazenu prodajnu vrijednost

od y; i predvidenu prodajnu vrijednost ¥;. Kako bi procijenjena regresijska linija osigurala dobro
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uklapanje u podatke, zelimo da razlike izmedu opazenih prodajnih vrijednosti i predvidenih

prodajnih vrijednosti budu Sto manije.
Metoda najmanijih kvadrata koristi uzorke podataka za pruzanje vrijednosti b, i b;.

Minimizirajte zbroj kvadrata odstupanja izmedu promatranih vrijednosti zavisne varijable y; i
predvidene vrijednosti zavisne varijable §;. Polazna tocka za izracunavanje minimalnog zbroja

metodom najmanjih kvadrata dana je izrazom

Kriterij minimalnog iznosa: min Y.(y; — 9;)?

gdje je

y;=promatrana vrijednost zavisne varijable za i-to opazanje
$; =predvidena vrijednost zavisne varijable za i-to opazanje
Koeficijent smjera regresijske linije i poCetna vrijednost:

20— —y)

b= o2

x;_ vrijednost nezavisne varijable za i-to opazanje
y;_ vrijednost zavisne varijable za i-to opazanje

% _ prosjecna vrijednost za nezavisnu varijablu

y _ prosjecna vrijednost za zavisnu varijablu
n_ukupan broj opazanja

Neki od izratuna potrebnih za izradu procijenjene linije regresije najmanjih kvadrata prikazani
su u nastavku. Na uzorku od 10 restorana imamo n=10 opazanja. Gornje jednadzbe prvo

zahtijevaju izracun srednje vrijednosti x i prosjecne vrijednosti y.

_ Yx; 140 Yy, 1300
== oW YET s =10

Alternativna jednadzba izracuna b, :

b _nXxy— Qx) )
T onYa?— (Tx)?
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Koriste¢i posljednje jednadzbe i informacije na slici 5.4, mozemo izraCunati usmjereni
koeficijent regresijske linije za primjer restorana Best Burger. IzraCunavanje nagiba (b,) je

kako slijedi.
Slika 5.5 prikazuje dijagram ove jednadzbe na rasprSenom dijagramu.

Nagib procijenjene regresijske jednadzbe ili koeficijent smjera jednadzbe (b, = 5) je pozitivan.

Restaurant i x; ¥y X=X Yi—=>¥ == ;-3
1 2 58 e 1 =72 864 144
2 6 105 -8 =25 200 64
3 8 88 6 42 252 36
4 8 118 6 12 72 36
5 12 117 s =3 26 4
6 16 137 2 7 14 4
7 20 157 6 § 162 36
8 20 169 6 9 234 36
) 22 149 8 19 152 64
10 2 | o2 | e 2 _ses 1
Total 140 1300 2840 568
bR Zy, =, — 00— »N Ex, — x¥

Slika 4.10 Prikaz jednadzbe na dijagramu rasprsenosti.

b = 2 —X)(y;—y) 2840 <
7 Y —-x%?% T 568

Nakon toga slijedi izracun pocetne vrijednosti (b,).
by = ¥ — by% = 130 — 5(14) = 60
Ovako se procjenjuje regresijska jednadzba:
y =60+ 5x
Slika prikazuje dijagram ove jednadZbe na dijagramu rasprsenosti.

Nagib procijenjene regresijske jednadzbe (b= 5) je pozitivan, Sto znali da kako se broj
studenata povecava, prodaja se povecava. Zapravo, mozemo zakljuciti (na temelju izmjerene
prodaje u 1000-ama i studentske populacije u 1000-ama), Sto znadi da je porast u studentskoj
populaciji od 1000 povezan s povecanjem ocekivane prodaje od 5000; tj. oCekuje se povecanje

tromjesecne prodaje za 5 € po studentu.

Ako vijerujemo da regresijska jednadzba, procijenjena najmanjim kvadratima, adekvatno
opisuje odnos izmedu x i y, ¢ini se razumnim koristiti procijenjenu regresijsku jednadzbu za
predvidanje vrijednosti y za danu vrijednost x. Na primjer, ako Zelite predvidjeti tromjesecnu

prodaju za restoran koji se nalazi u blizini kampusa od 16.000 studenata, izracunali biste
-
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$ = 60 + 5(16) = 140

Stoga bismo pretpostavili kvartalnu prodaju od 140.000 za ovaj restoran. U sljede¢im
odjeljcima raspravljamo o metodama za procjenu prikladnosti koristenja procijenjene

regresijske jednadzbe za procjenu i predvidanije.

Nagib b; =5

Kvartalna prodaja
(u 1000ama eura)

Y konstantni "
¢lan bp= 60 °

(-] ] - 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

Studentska populacija (u 1000-ama)

Slika 4.11Dijagram rasprsenosti studentske populacije i tromjesecne prodaje.

5.5 Koeficijent determinacije

Za primjer restorana Best Burger razvili smo procijenjenu regresijsku jednadzbu
y = 60 + 5x za priblizno linearni odnos izmedu veli¢ine studentske populacije x i tromjesecne
prodaje y. Sada je pitanje: koliko dobro procijenjena regresijska jednadzba odgovara
podacima? U ovom odjeljku pokazujemo da koeficijent determinacije daje mjeru dobrog
uklapanja za procijenjenu regresijsku jednadzbu. Za i-to opaZanje, razlika izmedu opazene
vrijednosti zavisne varijable y; i predvidene vrijednosti zavisne varijable naziva se i-ti

rezidualno odstupanije.

Zbroj kvadrata ovih rezidualnih odstupanja ili pogresaka je koli¢ina koja je
minimizirana metodom najmanjih kvadrata. Ova koli¢ina, takoder poznata kao

rezidualni zbroj kvadrata, oznacava se sa SSE.

SSE = ) (= 9’
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SSE vrijednost je mjera pogreske u koriStenju procijenjene regresijske jednadzbe za
predvidanje vrijednosti zavisne varijable u uzorku. Slika 5.6 prikazuje izracune potrebne za

izraCunavanje zbroja kvadrata zbog pogreske za slucaj Best Burger.

x; = Studentska  y; = Kvartalna Predvidena Standardna

Restoran populacija prodaja (u prodaja Pogreska pogreska

i (u1000-ama) 1000amaeura) ;=60 + 5, 3, =13, (3, =)
1 2 58 70 12 144
2 6 105 90 15 225
3 : 88 100 -12 144
4 8 118 100 18 324
5 12 117 120 -3 9
6 16 137 140 -3 9
7 20 157 160 -3 9
8 20 169 160 9 81
9 22 149 170 -21 441
10 26 202 190 12 144
SSE = 1530

Slika 4.12 Kvadrati pogresaka u slucaju Best Burger.

Pretpostavimo da se od nas trazi da napravimo procjenu tromjesecne prodaje bez da znamo
veli¢inu studentske populacije. Bez poznavanja bilo koje povezane varijable, koristili bismo
prosjek uzorka kao procjenu tromjesecne prodaje u bilo kojem restoranu. Tablica na slici 5.6
pokazala je da je podatke o prodaji y;=1300. Stoga je prosjeCna tromjesecna vrijednost
prodaje za uzorak od 10 najboljih restorana s hamburgerima y;/n = 1300/10 = 130. Na slici
5.7 prikazujemo zbroj kvadrata odstupanja dobivenih koristenjem srednje vrijednosti uzorka
od 130 za predvidanje vrijednosti kvartalne prodaje za svaki restoran u uzorku. Za i-ti restoran
u uzorku razlika y; daje mjeru pogreske koja je ukljucena u aplikaciju za predvidanje prodaije.

Odgovarajuci zbroj kvadrata, koji se naziva ukupan zbroj kvadrata, oznacava se sa SST.

SST = ) (v = )

x; = Studentska y; = Kvartalna Standardna

Restoran populacija prodaja (u Devijacija devijacija

i (1 1000-ama) 1000ama eura) Y=y o, - »
1 2 58 -72 5184
2 6 105 —25 625
8 88 -42 1764
4 8 118 =12 144
5 12 117 -13 169
6 16 137 7 19
it "0 157 55 729
8 20 169 39 1521
9 22 149 19 361
10 26 202 72 5184
SST = 15,730

Slika 4.13 Zbroj kvadrata odstupanja.
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Zbroj na dnu zadnjeg stupca na slici 5.7 je ukupni zbroj kvadrata za BestBurgerove restorane
SST = 15,730. Na slici 5.8 prikazujemo procijenjenu regresijsku liniju y = 60 + 5x i liniju koja
odgovara y = 130. Imajte na umu da se tocke grupiraju blize oko procijenjene regresijske linije
nego oko linije y = 130. Na primjer, za 10. restoran u uzorku, vidi se da je pogreska puno veca
kada se 130 koristi za predvidanje y = 10 nego kada se 130 koristi y = 60 + 5x i iznosi 190.
Mozemo se sjetiti SST kao mjere koliko dobro se opaZanja grupiraju oko linije i SSE kao mjere

koliko dobro se opaZanja grupiraju oko linije.

Da bi se izmjerilo koliko vrijednosti na procijenjenoj regresijskoj liniji odstupaju od sljedeceg,
izraCunava se jos jedan zbroj kvadrata. Ovaj zbroj kvadrata, koji se naziva regresijskim zbrojem

kvadrata, oznacava se kao SSR.

SSR=) (9= 7)

200
180
160

140

120

100

Kvartalna prodaja
(u 1000ama eura)

80

60
40

20r

s e el it g el e X
0 2 4 6 8 10 12 34 16 18 20 22 24 26

Studentska populacija (u 1000-ama)

Slika 4.14 Regresijska linija u slucaju Best Burgera.
1z prethodne rasprave, trebali bismo ocekivati da su SST, SSR i SSE povezani. Zapravo, odnos

izmedu ta tri zbroja kvadrata jedan je od najvaznijih rezultata u statistici.
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5.6 Odnos izmedu SST, SSR i SSE

SST = SSR + SSE
Gdje je:
SST = ukupan zbroj kvadrata
SSR = regresijski zbroj kvadrata
SSE = rezidualni zbroj kvadrata

Jednadzba ( SST = SSR + SSE) pokazuje da se ukupni zbroj kvadrata moze podijeliti na dvije
komponente, regresijski zbroj kvadrata i rezidualni zbroj kvadrata. Dakle, ako su poznate
vrijednosti bilo koja dva od ovih zbroja kvadrata, treci zbroj kvadrata moZe se lako saznati
izracunom. Na primjer, u slu¢aju Best Burger restorana, ve¢ znamo da je SSE = 1530 SST =
15,730; stoga, rjeSavanjem za SSR u gornjoj jednadzbi, nalazimo da je regresijski zbroj

kvadrata
SSR = SST — SSE = 15730 — 1530 = 14200

Sada ¢emo vidjeti kako mozemo koristiti tri zbroja kvadrata, SST, SSR i SSE, da bismo dobili
kriterij prilagodbe za procijenjenu regresijsku jednadzbu. Procijenjena regresijska jednadzba
bi savrSeno odgovarala ako bi svaka vrijednost zavisne varijable yi_ lezala nasumic¢no na
procijenjenoj regresijskoj liniji. U ovom slucaju to bi bilo nula za svako opazanje, Sto bi
rezultiralo SSE =0. Bududi da je SST = SSR + SSE, vidimo da za savrSeno pristajanje SSR mora
biti jednak SST i omjer (SSR/SST) mora biti jednak jedan. Losija prilagodba rezultirat ¢e veéim
vrijednostima za SSE. RjeSavajuci SSE u jednadzbi, vidimo da je SSE = SST - SSR. Stoga se
najveca vrijednost za SSE (a time i najlosije uklapanje) javlja kada je SSR = 0 i SSE = SST.

Za procjenu se koristi omjer SSR/SST, koji ima vrijednosti izmedu nula i jedan koji odgovara

procijenjenoj regresijskoj jednadzbi.
Taj se omjer naziva koeficijent determinacije i oznaCava se s r2.

. SSR
T SST

Za primjer restorana Best Burger, vrijednost koeficijenta determinacije je

, _SSR 14200

re = ﬁ = —15730 = 0.9027
|
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Kada se koeficijent determinacije izrazi kao postotak, r? se moZe tumaciti kao postotak
ukupnog zbroja kvadrata koji se moze objasniti pomocu procijenjene regresijske jednadzbe.
Za najbolje restorane s hamburgerima moZemo zakljuciti da se 90,27% ukupnog zbroja
kvadrata moZe objasniti koriStenjem procijenjene regresijske jednadzbe y = 60 + 5x za
predvidanje kvartalne prodaje. Drugim rije¢ima, 90,27% varijabilnosti u prodaji moze se
objasniti linearnim odnosom izmedu velicine studentske populacije i prodaje. Trebalo bismo

biti zadovoljni Sto vidimo da se tako dobro uklapa u procijenjenu regresijsku jednadzbu.
5.7 Koeficijent korelacije

Koeficijent korelacije moze se smatrati opisnom mjerom snage linearnog odnosa izmedu dviju
varijabli, x i y. Vrijednosti koeficijenta korelacije su uvijek izmedu -1 i +1. Vrijednost +1 znaci
da su x i y dvije varijable u savrsenoj korelaciji u pozitivnom linearnom smislu. To znaci da su
sve podatkovne tocke na a ravna linija s pozitivnim nagibom. Vrijednost -1 znaci da su x iy
savrseno povezane u negativnom linearnom smislu, sa svim podatkovnim tockama na ravnoj
liniji s negativnim nagibom. Vrijednosti koeficijenta korelacije blizu nule znace da x i y nisu

linearno povezani.

Ako je regresijska analiza ve¢ provedena i koeficijent determinacije 72 je

izraCunat, koeficijent korelacije uzorka moZze se izraCunati na sljedeci nacin.

Tyy = (predznak b,)\/koeficijent determinacije

Txy = (predznak bl)\/ﬁ

PEARSONOV KOEFICIJENT KORELACIJE: UZORCI PODATAKA

ray = -2 = — _nx—)(i]i 2 __ L -D0i—y)
SxSy \/Z(xi —19?)2 (i —1}7)2 VEIG — )2 YI0i —9)?
n-— n-—

nYxy; — Cx) Xy
Jan? — (S x)? Jnny — ()

rxXy =

gdje su:
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s _ 20 i—y) 5. = /Z(xi—f)zs _ ’Z(J’i—?)z
xy = n-1 rex n-1 'Y n—-1

Predznak koeficijenta korelacije uzorka je pozitivan ako procijenjena regresijska jednadzba ima
pozitivan nagib (b; > 0) i negativan ako procijenjena regresijska jednadzba ima negativan
nagib ( b; <0).

Za slucaj Best Burger, vrijednost koeficijenta determinacije koji odgovara procijenjenoj
regresijskoj jednadzbi y = 60 + 5x je 0,9027. Buduéi da je nagib procijenjene regresijske
jednadZbe pozitivan, jednadzba pokazuje da je koeficijent korelacije uzorka prema koeficijentu
korelacije uzorka

Rxy = 0,9501, zakljucili bismo da postoji jaka pozitivna linearna veza izmedu x i y.

U slucaju linearnog odnosa izmedu dviju varijabli, oba koeficijenta determinacije i koeficijent

korelacije uzorka daju mjeru snage odnosa.

Koeficijent determinacije daje mjeru izmedu nula i jedan, dok koeficijent korelacije uzorka daje
mjeru izmedu -1 i +1. Iako je koeficijent korelacije uzorka ogranicen na linearni odnos izmedu
dviju varijabli, koeficijent determinacije moze se primijeniti na nelinearne odnose i na odnose
koji imaju dvije ili viSe nezavisnih varijabli. Dakle, koeficijent determinacije pruza Siri raspon

primjenjivosti.
5.8 Model visSestruke regresije

U sljedeéim odjeljcima nastavljamo naSe proucavanje regresijske analize
razmatrajuci situacije koje ukljuuju dvije ili viSe neovisnih varijabli. Ovo
predmetno podrucje, koje se naziva visestruka regresijska analiza, omogucuje
nam da uzmemo u obzir viSe faktora i tako dobijemo bolja predvidanja nego sto

je to moguce s jednostavnom linearnom regresijom.

Visestruka regresijska analiza je studija o tome kako je zavisna varijabla y povezana s dvije ili

viSe nezavisnih varijabli. U opéem slucaju, s p ¢emo oznaciti broj nezavisnih varijabli.
5.9 Regresijski model i regresijska jednadzba

Koncepti regresijskog modela i regresijske jednadzbe uvedeni u prethodnom odjeljku
primjenjuju se u slucaju visestruke regresije. Jednadzba koja opisuje kako je zavisna varijabla
]
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y povezana s nezavisnim varijablama xy, x5,..., x, i pogreSkom naziva se modelom viSestruke

regresije. PoCinjemo s pretpostavkom da model viSestruke regresije ima sljedeéi oblik.
Yy =PBo+ Brx1 + Poxa+ o+ Bpxp + €

U modelu videstruke regresije By, B, Pz ..., B, Su parametri, a pogreska () je slucajna
varijabla. Pomno ispitivanje ovog modela otkriva da je y linearna funkcija varijabli x;, x,,..., x,
plus pogreska e. Izraz pogreske uzima u obzir varijabilnost y koja se ne moZe objasniti

linearnim ucinkom p nezavisnih varijabli.

U odjeljku 5.10 raspravljamo o pretpostavkama za model viSestruke regresije i epsilon. Jedna
od pretpostavki je da je srednja ili oekivana vrijednost (¢) nula. Implikacija ove pretpostavke
je da je srednija ili ocekivana vrijednost y, oznacena s E(y), jednaka B, + f1x; + Boxy + -+ +
Byx,. Jednadzba koja opisuje kako je srednja vrijednost y povezana s xy,x,,..., X, naziva se

jednadZzba visestruke regresije.

E() = Bo + Brx1 + Baxa + -+ Bpxp
5.10 Procijenjena jednadzba visestruke regresije

Ako su vrijednosti By, B1, Bz, ..., B, Poznate, jednadzba iz 5.9 se moZe koristiti
za izraCunavanje prosjecne vrijednosti y pri danim vrijednostima xy, x5,..., x,,.
Nazalost, ove vrijednosti parametara opcéenito nece biti poznate i moraju se
procijeniti iz podataka uzorka. Jednostavan slucajni uzorak koristi se za izraun

statistike uzorka by, by,b,,...,b, koja se koristi kao tockasti procjenitelj parametara

Bos B, P2, - -, By« OVi uzorci statistike daju sljede¢u procjenu jednadzZbe viSestruke regresije:
Y = bo + byxy + byxy + -+ byx,

gdje su

bg, by, b, ..., b, procjene By, B1, B2+, By

9 = predvidena vrijednost zavisne varijable.

Primjer: Frigo transportna tvrtka

Kao ilustraciju visestruke regresijske analize, razmotrit cemo problem s kojim se susrece Frigo

transportna tvrtka, neovisna autoprijevoznic¢ka tvrtka u juznoj Italiji. Najveci dio poslovanja
-
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tvrtke Frigo odnosi se na dostavu na cijelom lokalnom podrucju. Za bolje rasporede rada,

menadzeri Zele planirati zajednic¢ko dnevno vrijeme putovanja za svoje vozace.

U pocetku su menadzeri vierovali da ¢e ukupno dnevno vrijeme putovanja biti usko povezano
s brojem prijedenih kilometara u dnevnim isporukama. Jednostavan nasumicni uzorak od 10
dodijeljenih vozaca dao je podatke prikazane na slici 5.9 i dijagramu rasprsenosti. Nakon
pregleda ovog dijagrama rasprSenosti, upravitelji su pretpostavili da se jednostavni linearni
regresijski model moZe koristiti za opisivanje odnosa y = B, + p1x; + € izmedu ukupnog

vremena putovanija (y) i broja prijedenih km (x,).

Vozacki x, = prijedeni y = vrijeme
zadatak kilometri putovanja (sati)
1 100 93
2 50 48
3 100 89
4 100 6.5
5 50 42
6 80 6.2
7 75 74
8 65 6.0
0 %0 7.6
10 20 6.1

Slika 4.15 Podaci za primjer Frigo transportne tvrtke.

Ukupno vrijeme
putovanja (sati)

&0 T0 g0 Ol 100

Prijedeni kilometri

Slika 4.16 Dijagram rasprsenosti za Frigo transportnu tvrtku.
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Za procjenu parametara B, i pB;,jednadzba najmanjih kvadrata koristena je za izradu

procijenjene regresije.
¥ = by + bixy

Gornja slika prikazuje prikaz softverskog programa Minitab-a koristenjem jednostavne linearne

regresije na podatke u gornjoj tablici. Procijenjena regresijska jednadzba je
9 =1,27 + 0,0678x,

Na razini znaCajnosti od 0,05, F-vrijednost od 15,81 i odgovarajuca p-vrijednost od 0,004
pokazuju da je odnos znacajan. To znaci da moZemo odbiti H,: $; = 0 jer je p-vrijednost manja
od a = 0,05. Imajte na umu da isti zakljucak proizlazi iz vrijednosti t = 3,98 pridruzene p-
vrijednosti od 0,004. Stoga mozemo zakljuciti da je odnos izmedu ukupnog vremena putovanja
i broja prijedenih milja znacajan. Dulje vrijeme putovanja povezano je s vise prijedenih
kilometara. S koeficijentom determinacije (izrazenim u postocima) R —Sq = 66,4 %, vidimo
da se 66,4% varijabilnosti vremena putovanja moZe objasniti linearnim ucinkom broja
prijedenih milja.

Ovo otkri¢e je prilicno dobro, ali menadzeri bi mogli razmotriti dodavanje druge nezavisne

varijable kako bi objasnili neke od preostalih varijabli u zavisnoj varijabli.

MINITAB OUTPUT FOR FRIGO TRUCKING WITH ONE
INDEPENDENT VARIABLE

The regression equation is
Time = 1.27 + 0.0678 kM

Predictor Coef GSE Coef T P
Constant 1.274 1.401 0.91 0.390
kM 0.06783 0.01706 3.98 0.004

S = 1.00179 R-S5q = 66.4% R-Sg(adj) = 62.2%

Analysis of Variance

SOURCE DF Sss MS F P
Regression 1 15.871 15.871 15.81 0.004
Residual Error 8 8.029 1.004

Total 9 23.900

Slika 4.17 Rezultati s jednom nezavisnom varijablom.

Kada su pokusali identificirati drugu nezavisnu varijablu, menadzeri su smatrali da broj dostava

takoder moze pridonijeti ukupnom vremenu putovanja. Podaci Frigo transportne tvrtke, s
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dodanim brojem dostava, prikazani su na slici 5.12. - (x;) i broj isporuka (x,), kao nezavisne

varijable. Procijenjena regresijska jednadzba je
$ = —0.869 + 0.0611x; + 0.923x,

PODACI ZA FRIGO TRANSPORTNU TVRTKU S PRIJEDENIM KILOMETRIMA
( x1 ) 1 BROJEM DOSTAVA ( x) KAO NEZAVISNIM VARLJABLAMA

Vozacki xy = prijedeni x> = broj ¥ = vrijeme
zadatak kilometri dostava putovanja (sati)
1 100 4 93
2 50 3 48
3 100 1 80
8 100 2 6.5
6 30 2 42
6 80 2 6.2
7 75 3 74
8 65 4 6.0
9 %0 3 1.6
10 %0 2 6.1

Slika 4.18 Podaci Frigo transportne tvrtke i nezavisne varijable.

Pogledajmo poblize vrijednosti b;= 0,0611 i b,= 0,923 u posljednjoj jednadzbi.

Napomena o tumacenju koeficijenata

U ovom trenutku mozemo dati jedan komentar o odnosu izmedu procijenjene regresijske
jednadZbe sa samo prijedenim miljama kao nezavisnom varijablom i jednadzbe koja ukljucuje
broj isporuka kao drugu nezavisnu varijablu. Vrijednost b; nije ista u oba slucaja. U
jednostavnoj linearnoj regresiji tumacimo b, kao procjenu promjene y za jednu jedini¢nu
promjenu nezavisne varijable. U viSestrukoj regresijskoj analizi ovo tumacenje treba malo
modificirati. To jest, u viSestrukoj regresijskoj analizi, svaki regresijski koeficijent se tumaci na
sljededi nacin: predstavljao bi procjenu promjene u koja y odgovara promjeni u x; za jednu

jedinicu kada se sve ostale nezavisne varijable drze konstantnima.

U slucaju Frigo transportne tvrtke, to ukljuCuje dvije nezavisne varijable, b, = 0,0611 i b, =
0,923.
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MINITAB OUTPUT FOR FRIGO TRUCKING WITH TWO
INDEPENDENT VARIABLES

The regression eguation is

Time = - 0.869 + 0.0611 kM + 0.923 Deliveries
Predictor Coef SE Coef T P
Constant -0.8687 0.9515 -0.91 0.392
kM 0.061135 0.009888 6.18 0.000

Deliveries  0.9234  0.2211 4.18 0.004
S = 0.573142 R-Sq = 90.4% R-Sq(adj) = 87.6%

Analysis of Variance

SOURCE DF g8 MS F p
Regression 2 21.601 10.800 32.88 0.000
Residual Error 7 2.299 0.328

Total 9 23.900

Slika 4.19 Rezultati za Frigo transportnu tvrtku s dvije nezavisne varijable.

Stoga je 0,0611 sati procjena oCekivanog povecanja vremena putovanja koja odgovara
povecanju od jedne milje po prijedenoj udaljenosti kada je broj dostava konstantan. Slicno,
buduéi da je b, = 0,923, procjena ocekivanog povecanja vremena putovanja koja odgovara

povecanju jedne isporuke kada je broj prijedenih milja konstantan iznosi 0,923 sata.

Slika 4.20 Vizualni prikaz rezultata za Frigo transportnu tvrtku.
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